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Al mathématiques

TD - Calcul algébrique

1 Compétences a acquérir

[0 Savoir manipuler les indices d’une somme

[0 Savoir reconnaitre les sommes classiques, ou s’y
ramener par des changements d’indice

[0 Savoir résoudre un systéme linéaire via la mé-
thode du pivot de Gauss. Notion de paramétre
libre.

[0 Savoir factoriser un polynéme a l'aide de dif-
férentes techniques (racines évidentes...). Savoir
exprimer un polynéme sous forme de polynémes
irréductibles.

O Savoir effectuer une division euclidienne de poly-
noéme.

[0 Savoir raisonner sur le degré d’un polynéme.

[J Connaitre le lien entre la multiplicité d’une ra-
cine et le polynéme dérivé.

[J Savoir décomposer une fraction polynémiale en
éléments simples.

2 Calculs élémentaires

Exercice 1. Sans calculer le discriminant, résoudre :
2_524+6=0, 1-22=04-22>0,

223 —Tz2 +82—-3=0, z2+2x+1=0.

Exercice 2. Factoriser les expressions suivantes.

1. 22 -2z +1

2. 224+ -2

3. 322 -2z -5

4. 3 — 622 + 5z + 12
Exercice 3. Discuter et résoudre selon m les équa-
tions et inéquations suivantes :

1. me2+(2m -1z —2=0

2. m?2 -z <m+1

3 Utilisations et manipulations des
sommes

Exercice 4. Ecrire les sommes suivantes a 'aide du
symbole sigma :

o A=1In(2) +1In(3) + ... + In(2025)
e B=1-u+u?2—ud+...—¢202
e C =8+12+16+---+88

e D=1-3 13—2 — -+ jusqu’a la puissance 29.

Exercice 5. Compléter les sommes pour que les éga-
lités proposées soient vraies.
w4l

L ;aknzz_ak
° z‘ ak_Za
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n n
Exercice 6. Calculer : S = Z 2n, T = Z ok U=

; k=1 k=1
S owk, V=) k
k=1 k=3

Exercice 7. Discuter (c’est-a-dire analyser les diffé-
rents cas de figure, et non discuter de vos prochaines
vacances avec vos ami.e.s, méme si cela peut étre trés
intéressant également), suivant les valeurs de n € N*,
du résultat des sommes suivantes : A, = S"p_,i* et

B, = Zzzo(_i)k-

Exercice 8 (Donnez-moi ce télescope, que je puisse
y voir clair.). Calculer la somme suivante.

=, /1 1
5= - —
;(k n+1—k>

Exercice 9 (Un petit calcul et on s’en va.). Soit S =
240 (2k + 1). Déterminer cette somme.

. : _ n—1 2k-1
Exercice 10. Soit S = 3 ;7 &—.
somme et en déduire limy, 4o Sy.

Exprimer cette

Exercice 11 (*). On considére S, = >}, m
pour n > 1.

+ k.

2. Déterminer deux réels a et b tels que k(k1+1) =

1. Rappeler 'expression de 1 +2 + - --

a b
ET BT
3. Donner une expression simple, aprés télescopage,

de S,.
4. Déduire lim,— 450 Sp-

5. Se servir des questions précédentes pour déter-

miner T, = Y3y
Exercice 12. En observant que £k = (k + 1) —
calculer Y p_, k.k!et >3, ﬁ
Exercice 13. Simplifier >/, In (]il)
Exercice 14 (*).
1. Montrer que : Vo € Rcos(3z) = (2cos(2z) —

1) cos(z).



2. Soit n € N° On note

> roqIn(2 cos(g%) — 1)), pour 6 €] —

(a) Justifier I'existence de S, (6).

(b) Montrer Sp(0) = 11'1(005(%)) -

111(905(22,, )) (on pourra penser & un téles-
copage).

(c) En déduire la convergence de la suite (S,,).

que

Exercice 15. Montrer que Vn € N*,

: (=)
Z(—l)k+1k6 - T

k=1

(n% + 3n5 — 5n3 + 3n).

Exercice 16. Calculer :
L 3o (x)
2. Yhoo(-1F(R)
Exercice 17 (*).

1. Montrer que pour p et n entiers naturels non nuls
tels que 1 <p<n,ona

()= 71)

2. Exprimer en fonction de n :

n
1 n
© D 57 (k-)
k=1
Exercice 18 (*). Démontrer que
Yoo k-2% = 27 (n—1)+2. On pourra remarquer
k
que 3 i ok - 2k = > k=0 izt 2F

Exercice 19 (**). Le but de cet exercice est de
trouver une formule générale pour calculer la somme
des entiers & une certaine puissance, connaissant la
somme des entiers & une puissance inférieure.
_ n
Pour p > 1, on note Sy(n) =Y p_ kP.

1. Montrer que
Spr1(n+1) =

2. En déduire que

(Spr1(n+1))P* =

i <p+ 1>Sk n).

3. Déduire I'expression des sommes Sj(n), Sa(n),

Ss(n).

Exercice 20. Calculer Y}, (—=1)"k.

Exercice 21.
1. Ecrire un programme calculant la double somme
Snp = > iy 2 j=1 (i + j) de maniére naive.
2. Déterminer mathématiquement le résultat de
cette somme.

3. Quelle méthode permet d’obtenir le résultat le
plus rapidement possible? Comment quantifier
le temps de calcul nécessaire pour chacune des
deux méthodes ?

Exercice 22 (***). En utilisant des formules de
somme, résoudre la partie 1 du probléme proposé
a cette adresse : https://adventofcode.com/2021/
day/17

4 Produits

Exercice 23.
ITroo k2.

Exercice 24. Calculer : J[{> 02 T2, [ 09 ToF-

N |

Calculer : [Tp_; k, [TrZ1 2, TTRo, k2,

Exercice 25. Calculer en fonction de n

[Trioi(n+ 1= k), TTizs (1 - ).

5 Systémes linéaires

Exercice 26. Résoudre les systémes d’inconnues
z,y € R, et indiquer & chaque fois quelle est la nature
des espaces géométriques décrits par ces sytémes.

l.z4+y=0
x =0
5 x+y
2c —y=0
Exercice 27. Résoudre dans R les systémes suivants,

et indiquer & chaque fois quelle est la nature des es-
paces géométriques décrits par ces systémes.

1 Tty =2
' z—y=0
2. 2+2y—32=0

z+y+22=0
24+ 2y—2=0

T4y +2 =6
4. ¢3z+2y—2z=1
dr +3y —2z=14
r+y+z==6
3x+2y—2z2=1
dr+3y—2="7

CIX

r+y+z2=0
6. Sz —y+z2=2
z+y—2z=1



z4+y+z+t=0
r—y+z—1t=2
z+y+z—-1t=0
20 +3y—z+t=3

6 Polynémes

6.1 Degré

Exercice 28. Déterminer le polynéme de degré in-
férieur ou égal a 3 veérifiant P(0) = 1, P(1) = 0,
P(—1) = —2 et P(2) =4, et tracer sa représentation
graphique.
Exercice 29. Soit P(X) = 3X3 -2, Q(X) = X2 +
X —1et R(X) = aX +b. Trouver a et b afin que le
degré de P — QR soit le plus petit possible.
Exercice 30. Résoudre les équations suivantes.

1. P(X*) =(X2+1)P(X)

2, P2 =4P

3. PoP=P

6.2 Ca commence par un p’ti Bézout de
rien du tout...

Exercice 31.

Effectuer la division euclidienne de P par B.
P(X)=2X%+7X -20,B(X)=X +2.
P(X)=2X4-X343X-1,B(X)= X2-X+1.
PX)=X*4-X3+X-2,B(X)=X?-2X+4
P(X)=X5+X44+2X3+ X2+ X +2, B(X) =
X4 roxXs L X2 4,

Lol A &

Exercice 32. A quelle condition sur a, bet ¢ € R
le polynéme X4 + aX? 4+ bX + ¢ est-il divisible par
X2+ X+17
Exercice 33. Sans effectuer de division euclidienne,
calculer les pged suivants.
1. pged(X?+X -2,X — 1)
2. pged(X%2+ X —2,X +2)
3. pged(X? + X —2,8)
4. pged(X3+ X% - X - 1,(X - 1)(X - 3))
Exercice 34. Calculer les pged suivants.
1. A(X) = X4-3X3+ X% +4et B(X) = X% -
3X2+3X -2
2. A(X)=X4+X3-2X+1et B(X) = X34+ X +1
3. AX) = nX"l - (n+ 1DX"+1et B(X) =
X" —nX+n-1,neN*
Exercice 35. Calculer D = pgcd(A, B), puis trouver

deux polynomes U et V de R[X] tels que AU+ BV =
D.

1. A(X) = X°+3X4+2X3 - X2 _3X —2et
B(X)=X4+2X34+2X24+7X +6

2. AX)=X"-X-1let B(X)=X°-1

Exercice 36. Exprimer le reste de la division eucli-
dienne de (X +1)" — X™ — 1 par :

1. X% _3X 49
2. X2 4+ X 41
3. X2-2X+1

6.3 Racines

Exercice 37. Soit P un polynome a coefficients réels.
Démontrer que si z est une racine de P, alors Z est
également racine.

Exercice 38 (*). Prouver que X" ! cos((n —1)6) —
X" cos(nf) — X cos(f) + 1 est divisible par X? —
2X cosf + 1.

Exercice 39. Soit P € K[X]. Démontrer I’équiva-
lence suivante :

(o est une racine de P de multiplicité k) <
(P(a) = P'(a) = --- = Pk~ (a) et P*)(a) £ 0).

Exercice 40. Soit P(X) = X™—1. Démontrer que P
admet n racines distinctes. On pourra utiliser un rai-
sonnement par l'absurde. A défaut, un raisonnement
absurde fera ’affaire.

Exercice 41 (*). Pour quelle(s) valeur(s) de a le po-
lynome (X +1)7 — X7 —a admet-il une racine multiple
réelle ?

Exercice 42. Soit P € K[X], et soient a, b € K,
a #b.

1. Soit R le reste de la division euclidienne de P
par (X — a)(X —b). Exprimer R en fonction de
P(a) et P(b).

2. Soit R le reste de la division euclidienne de P
par (X —a)?. Exprimer R en fonction de P(a) et
P'(a).

Exercice 43. Soit P(X) = nX"*2 - (4n+1)X"+1 +
4(n+1)X" —4X" 1 avec n € N*. Quel est la multi-
plicité de 27

Exercice 44. Soit n un entier naturel, a et b des
réels et P(X) = Y p_o X* 2+ aX +b. A quelle(s)
condition(s) P admet-il 1 comme racine double ?

Exercice 45. Déterminer les racines de P(X) =
8X3 — 12X? — 2X + 3 sachant qu'elles sont en pro-
gression arithmeétique.



6.4 Fractions rationnelles

Exercice 46. Décomposer les polynémes suivants en
produits d’irréductibles sur R[X].

1. X441

% X%-—-1

3 (X2-X+1)2+41

4, X121

5. X24+(3i-1)X —2—1

Exercice 47. Soit F(X) = QXZ}# Déterminer
I’équation de I'asymptote oblique en +o0. Etudier la
position du graphe de F' par rapport a cette droite.

Exercice 48. Décomposer les fractions suivantes en
éléments simples sur R :

1 X5+X4—l
. X3°X

2 X34+ X+1
T (XEDIXFD)

3 X5-2X344X2%2_8X+11
: X3_3X+2

4, 3XA45X3411X245X+3
(X2+X+1)2(X-1)

Exercice 49. Décomposer les fractions suivantes en
éléments simples sur C :
| (B=20)X-5+3i
: X2+iX+2

2 X+1i
© X

3 2X
© (X +9)?
Exercice 50. Décomposer les fractions suivantes en
éléments simples sur R puis sur C :

1 X2-3
(XD (XZFD)

2 X241
© XA

X354 X+1
X471
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